La science quantique
Une vision singuliére
VII) Formalisme:

Seconde partie

P.A. Besse
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PUSB Mecanique de Lagrange et Hamilton

La mécanique quantique se base fortement sur
la formulation de Lagrange et Hamilton de la mécanique classique

(ex: crochets de Poisson = commutateurs)

Littérature:

J-Ph Pérez «Mécanique: Fondements et applications, Chapitre 24», Disponible par e-book

Patrick Hamill “A student's guide to Lagrangians and Hamiltonians*, Disponible par e-book

Léonard Susskind, Georges Hrabovsky “Le minimum théorique®, Disponible par e-book

Léonard Susskind, Art Friedman «Mécanique quantique, le minimum thé€orique»
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Commutateurs

(analogue quantique au crochet de Poisson classique)
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PUPB
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Commutateur de deux opérateurs A et B:
exemple: polarisation
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Les mesures de polarisation ne commutent pas. L'ordre des opérateurs est important !!

La mesure elle-méme influence l'état
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PUPB Commutateur de deux opérateurs A et B

| A,B|= 4B - B4

Exemple: position-impulsion

7.0 __ih. _in 2w = —in. .
PXX-|W>—(—zhajx-|1//>— in |W>+x[ lhaxj W) = i)+ X P.-|y)

[X,P]=ih-1 [Y.P, ]=in- 1 (z,P]=in- 1

Exemple: temps - €énergie

0 0
Et-|l//>:(ih5jt-|l//>=ih-|l//>+t(ihaj-|w>:ih-|w>+tE-|l//>

[t,E]E—ih- 1
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PUPB

Temps et licu:

[t,E]E—ih- 1

Polarisation:

[O'X,O'Y]EZZ'O'Z

Moments cinétiques:

|L,.L,|=in-L,

gl

Exemples de commutateurs

[X,Q]Eih-]l

0 1
1 0

|

el

|Y.P, |=in- 1

|L,,L,|=ih-L,

|

|Z,P =i 1

1 0
0 -1

[O'Z,GX]E21-O'Y

[L,,L,]|=in-L,
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PUPB

Théoreme de Ehrenfest et

evolution des moyennes
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PUPB

mesure moyenne et €équation de Schroedinger

Mesure moyenne de la valeur A:

Equation de Schroedinger:

Exemple:

Rappel:

(4) =y 4lv]
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p.7.11: “Formalisme : Seconde partie”

2025



PUSB Evolution de la moyenne d’un op¢rateur

1
zh

Evolution de l1a moyenne d’un opérateur de mesure A:

\W> H-|y) H'=H =  —{v|=—7(y|H

o d 8 8 8
5 =5l Alv) = <8t Aly) |5 Aly)+ |4 >
1 1
=LAl S Al )
0 04\ 1
Théoreme d’Ehrenfest — (A4 = A H
8t< > <8t> zh<[ ]>
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PUPB

Ehrenfest

S=(%) e

Exemple: Chute libre 1D

P2

H=—%+mg z

2m

|Z,P,]=i-h

[Z,P} |=2in-P,

Solutions
«classiques»
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209 o1 de conservation

O 0A 1
Théoreme d’Ehrenfes _ S -

Si A ne dépend pas explicitement du temps t:

[4,H]=0 = (4)est conservée

Loi de conservation
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PUSB Exemple: ¢lectron en apesanteur

2m

H=L(sz+Py2+PZz) LV

[P.,H]=0 = (P,)est conservée [X,H]|#0 = (X)pas conservée
[P,,H]=0 = (B)est conservée [Y,H]#0 = (Y)pas conservée
[P,,H]=0 = (P)est conservée [Z,H]#0 = (Z) pas conservée

Les moyennes se comportent comme en mécanique classique

Pierre-André Besse p.7.18: “Formalisme : Seconde partie” 2025



PUSB Exemple: Chute libre 3D

H

P, +P’+P;

+mo-Z
2m &

[P,H]=0 = (P,)est conservée

[P,,H]=0 = (B )est conservée

X,H|#0
[P, H]=mg:[F,,z] = ~ih-mg ¥, H]#0
[P,,H]#20 = (P,)pas conservée |Z,H]|+0

j

y 8

= <X > pas conservee

= <Y > pas conservee

= <Z> pas conservee

Les moyennes se comportent comme en mécanique classique
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PUPB

Incertitudes genéralisées
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PUSB Relation de Cauchy-Schwartz

| f> Projection de
sur le vecteur normé g

g) (/&)

— a| =

| ' | Jelle)

Cauchy-Schwartz

(7l1r)-(elle)= [ lle)
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PUSB Incertitudes des opérateurs A et B

Incertitude sur A supposons ‘ f > — (A - <A>) ) ‘ W>

M= (1| 1) = |(A=(4)) ) =(4>)~(4)

Incertitude sur B supposons ‘ g > — (B — <B >) ) ‘ W>

AB’=(g||2)=(v|(B~(B)) |w)=(B")-(B)
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PUSB Incertitudes de Heisenberg géncralisees

2 21 21

(Nlg)=(ell )= (v |(4={4))-(B~(B))lw)-(w|(B~(B))-(4=(4)lw)

= (w|4B|w)—(w|BAlw)=([ 4. B])

Cauchy-Schwartz <fo><gHg> 2 ‘<ng>‘2

généralisées

AA - AB > %‘ <[ A, BM Incertitudes de Heisenberg
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PUSB Exemples d’incertitudes

Temps et licu:

At-AEZ% AX -AP. >—

Polarisation:

Ao, -Aoc, 2 |<GZ >|

Moments cinétiques:

AL, -AL, > §|<LZ>|

AY AP, > =

Ao, Ao, 2 |<0'X >|

AZ-AP. >—

Ao, -Aoc, = |<O'Y>|
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PUPB

Base commune et

commutateurs
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P :
PUPB Base commune d’opérateurs

| 4,B|=0

4

A et B ont une base commune de vecteurs propres

A Ils n’ont pas nécessairement les mémes valeurs propres
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D Exemple:
PaAR Atome d’hydrogene

2 2
Schroedinger: E- ‘ l//> =H ‘l/j> avec H = L_Zh_mvz - 4735()1”]

—

xp

Moment cinétique: L =

=

Ecriture en coordonnées sphériques

L =—in-2

op

I2 :{_hz . 1 0 (SIH(Q)EJ}JF{ . 21 Li}
sin(f) 06 06 sin” (6)

2 2
H:—h 128(’”28]_ q N 1 2-L2
2m, r~ or\  or) 4ng,-r 2m, -1
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20983 Commutateurs et conservation

L. |=[L.H]|=|L,H|=0

« L, L?etH ne dépendent pas
explicitement du temps t _ |:> <L >, <L?> et <H> sont conservés

e L ,L?etHcommutent avec H

L,, L? et H ont la méme

« L, L?et Hcommutent entre eux
base de modes propres

Pierre-André Besse p.7.31: “Formalisme : Seconde partie” 2025



PUPB Orbaitales atomiques

The Orbitron gallery of atomic orbitals Quantisation:
1

En =—Ry —
n

2=1(l+1)-1

L,=m-h
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www.webelements.com/shop/

Orbitales = mémes modes propres mais différentes valeurs propres pour H, L? et L,
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PUPB

Définition:

1) Ehrenfest

2) Loi de conservation

3) Incertitudes généralisées

4) Base commune

Résumé des commutateurs

| 4,B]= 4B - BA

[4,H]=0 = (A)est conservée

AA-ABg%-K[A,B])\

[4,B]=0 = A etB ontdes vecteurs propres communs

Pierre-André Besse
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Matrice densité

Pierre-André Besse p.7.35: “Formalisme : Seconde partie” 2025



Rappel: movenne pour un €tat superposé
P43 ppel: moyenne pour un état superp
et pour un etat mixte

Etat superposeé: ‘w> =A ‘ l//1> + B ‘ l//2> <M>1

<1‘4r>2

(Wi | My)

(v, | M|w,)

(M) =(y|My)=|dl (M), +|B] (M), + 4By [M]y.) + AB" (y | M |y

Interférences

Etat mixte:

Eo 1 en‘l//l> ct Ey, 2 en‘t//2>

(M) =, (Wi [ M|y, )+ &0 (W | M o) = &0, (M), + 80, (M),
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PUB Rappel:

Produit extérieur de deux vecteurs et projecteur

Produit extérieur ket-bra

/ * * *\
/Zo 1 AoVWo XV - XV,
o e 0| e v
) wl=| 7 e vl w)=
Projecteur: Projecteur = produit extérieur du mode propre correspondant
Mode propre Mode propre
\ ,/
B — ¢i>'< i
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209 Matrice densité: Définition

Cas général de I’état superposé |v)=> a-|p)  avec [¢,)=modes propres de lopérateur

p=ly)(v|= Z("i“j)"@>'<¢f ‘

l,]

Exemples:

B = ol

s
I

Pierre-André Besse p.7.38: “Formalisme : Seconde partie” 2025



20983 Matrice densité: Définition

Matrice densité de I’état mixte

Soit &, les pourcentages des états purs ,, composant I’état mélangé  0<e,, <1 et > &, =1

P=D v Pu =D b (W) s (Wa])  avec |p,)=états purs

Exemple:

I 0 10 0 0) 1(1 0
= 50% t 50% — =0.5 +0.5 =—
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PUPB Propricteés des matrices densite (1)

Les matrice densité sont diagonalisables avec de valeurs propres positives
p =p

La trace d’une matrice densite est ¢gale a 1

Ir(p) =1
Pour un état superposé p =p et Tr(p’)=1
Pour un état mixte pl#p et Tr(p®)<l

1
Totalement incohérent — <« T1r ( p2 ) — 1 Totalement cohérent
n
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PUPB Exemples (1)

Sur la base des exemples précédents:

Vérifications triviales: pl=p et Tr(p) =1

Etats superposés:

s
Il

1 (1 OO0 ) 111y 111y
NAR 22750 1) 20 1) T2l )T

Etats mixtes:

|w), =50%((1)] et 50%(?} ,052 — ((1) (1)] — %ps Tr(psz) _ l
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PUPB Exemples (2)

Sur la base des exemples précédents:

S Y (1 Y ) 1{ 1 &%
upposons: p=&/0-p, + —E&/0) P, =—
i o 2le% 1
Superpose Mixte
(cohérent) (incohérent)
A TI"(,O) =1 *
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PUSB Valeurs et modes propres

Matrices densité

- Les valeurs propres sont reéelles et comprises entre 0 et 1

Etats superposés:

- Une seule valeur propre est =1 les autres sont toutes =0.

- L’¢état superposée correspond au mode propre de valeur propre =1

Etats mixtes:

- Les valeurs propres sont inférieures a 1

- La somme des valeurs propres est =1
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PARB Moyenne de mesure (1):
mode superpose

‘1//) = Z a, -‘(4) avec ‘gpi) = modes propres de l'operateur

Matrice densité
p=lv)y| = pu=lw), (v,

r(p3)= S (o M), = X[ TuM, |

I I

Moyenne de :Zk:(M" (v, )M = 4 Wl -My-ly),
mesure
(| |y} =)

(M)=(w|M|y)=Tr(p-M)
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PARB Moyenne de mesure (2):
mode mixte

pzzg%m P :Zg%m <|Wm>°<l)”m|)

Matrice densité
= Py = Zg%m '(|l//m>,- '<Wm |k)

D[z,

i

Ir(p-M)=2 (p-M),

Moyenne de =2 (&n W)Wl ) M :;g%m Wl M),

tkm

mesure
= 28 (W | My,) = (M)

<M> - Zg%m <l//m ‘M‘Wm> = TI/‘(IO M) Valide pour tous les cas !!
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PUPB

Schroedinger

1

7|W>:'_H'|W>

d
dt

—p=——|p.H]

1

in

Evolution de la matrice densité

Théoréme de
Liouville-Von Neumann

Pierre-André Besse
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P , , . o
20983 Résumé sur la matrice densité

Etat superposé:

Définition:

Etat mixte:

1) Moyenne

2) Evolution
(Liouville-Von Neumann)

d
2

L
ih

|, H |

Pierre-André Besse
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PUS Evolution des moyennes et de la matrice densite

O 0A | |
Théoréme d’Ehrenfest _ A —( _ A H
4) ot if <[ ’ ]>

Relie I’évolution de la moyenne quantique a la solution de physique classique

Théoréeme de d 1
—p=——\p,H
p="= | p, H |

Liouville-Von Neumann df

Remplace I’équation de Schroedinger pour décrire I’évolution de I’état quantique
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Comparaison:
J a‘(B fonction d’onde / matrice densité

Mode superposé Général

Fonction d’onde Matrice densité

) p= 2w (W) (v)

Evolution: Schroedinger Evolution: Liouville - Von Neumann
1 d 1
174 17 —p=——"+|p,H |+ "environnement"
\ )=—H |y) —p=——[p.H]
(Pertes, décohérence
Lindbladian)
Moyvenne Moyenne

(M)=(y|My) (M)=Tr(p-M)
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Propagateurs
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PUB Propagateur

O H
Equation de Schroedinger: —|Y)=—i—"
quation de Schroedinger 8t‘w> l . ‘W>
ey
Propagateur: U(t ) =€ "

H

Solution ‘W(t» =U(1)- ‘ WO> = e_i%.t ‘ ‘ Wo>
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PUPB

h
H:_57/BZ'UZ
1
v

Exemple: fréquence de Larmor

.yB
i =toy B . B
U(t)=e ? t =cos(—y22-tj-l+is1n(—7/22-t

-

=

v () =U®)|y,)

lw (1)) =

e

B
722 4

J2

(em”] «— Fréquence de Larmor

Qsz/BZ
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PUSB Sphere de Bloch

ol

- norme
- phase globale sans intérét
—> 2 variables uniquement

J
R A

»Y
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PURB

[llustration de la fréquence de Larmor

sur la sphere de Bloch

Axe de rotation

Fréquence de
Larmor

> Y

QLEyBZ
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2095 Exercice 7.1 : Lois de conservation:

Si un opérateur A ne dépend pas explicitement du temps,
sa valeur moyenne est conservee si A commute avec I’hamiltonien H

Lesquelles de ces valeurs moyennes

Exercice: sont conservées ?
sz + Pyz | )
Supposons: H = o "‘5’( A <X>
. ()
Y - (%)

()

v
>

X
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PUPB Exercice 7.2: €

Soit un Hamiltonien de la forme:

: évolution des opérateurs

Calculez les évolutions suivantes:

appliquez-le avec
I’Hamiltonien 1D suivant:

AL LN
o /=

5<X>

0 /=

5<P>

H—§i+l/c x°

R -

v
o

Pierre-André Besse
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2R Exercice 7.3

0
. = h _
H=-ji-B= —Ey(Ban +Bo,+Bo,) avec  B=| 0
BZ
h= 7E- 5 = moment magnétique
2
1) Montrez que <0'Z> est conserve
2) Au temps t=0, (0,(0)=1 er <0'y (0)> =0
Calculez I’évolution de <O'x (¢ )> et <O' ) (f)> Base de la NMR

et de ’IRM
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